XV Магнитогорский городской турнир юных математиков 

«Кубок Управления образования»
16 мая
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ РЕГАТА

Решения и критерии проверки

Первый тур

1. У Васи было 
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 рублей. Найдите 
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, если он на все деньги купил мороженое стоимостью 20 рублей.  (Циглер Александр, 10 класс)
Ответ. 
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Решение.
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Критерии проверки.
Верное решение – 6 баллов
Ответ без обоснований – 1 балл
Алгебраическая ошибка – снимаем 4 балла

2. Разрежьте треугольник с углами [image: image9.png]105°, 607, 15°



 на 3 равнобедренных треугольника.

Решение.

 Пусть дан треугольник [image: image11.png]ABC



, причем  
[image: image12.wmf]Ð

BAC=1050 , 
[image: image13.wmf]Ð

ACB=60 [image: image15.png]BAC = 105°, ACB = 60°,ABC

15°



. Отметим на стороне [image: image17.png]BC



 точки [image: image19.png]


 и [image: image21.png]


, так что 
[image: image22.wmf]Ð

[image: image24.png]BAK = 15°,CAL = 60°



. Тогда получаем что 
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[image: image27.png]KAL




. Заметим что треугольники 
[image: image28.wmf]Ð

[image: image30.png]BAK



 и 
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[image: image33.png]LAC



 – равнобедренные т.к. в них есть пара равных углов. 
[image: image34.wmf]Ð

[image: image36.png]AKL=BAK + KBA=15"+15° = 30°



.Т.е. [image: image38.png]KAL



 – тоже равнобедренный.

Критерии проверки
Верное решение – 6 баллов
Чертеж с нанесенными всеми данными – 4 балла

Чертеж с понятным правильным разрезанием, но без нанесения всех данных – 2 балла

3. Можно ли в таблице 
[image: image39.wmf]8
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 закрасить 17 клеток так, чтобы никакие две закрашенные клетки не оказались рядом (даже по диагонали)?

(Московская олимпиада)

Ответ. Нет, нельзя.

Решение.
Разобьём таблицу на 16 квадратов 
[image: image40.wmf]2
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. Тогда хотя бы в одном из этих квадратов окажется не менее двух закрашенных клеток, и эти клетки будут соседними.

Критерии проверки
Верное решение – 6 баллов
Ответ без обоснований – 0 баллов
Идея разбиения на непересекающиеся квадраты 2x2, но решение не получено – 4 балла

Идея разбиения на какие-нибудь непересекающиеся области – 2 балла
Второй тур

1. Делимое в шесть раз больше делителя, а делитель в шесть раз больше частного. Чему равны делимое, делитель и частное?

Ответ. 216, 36, 6.
Решение.

Поскольку делимое в 6 раз больше делителя, значит, частное равно 6. А так как делитель в 6 раз больше частного, значит, он равен 36, а делимое, соответственно, равно 216.

Критерии проверки

Полное решение – 8 баллов

Ответ без обоснований – 2 балла

Найдено частное – 2 балла

Найдены частное и делитель – 4 балла

Ответ + проверка – 3 балла

2. В треугольнике ABC на стороне AC отмечены точки D и E , так что        AD = DE = EC . Может ли оказаться так, что  
[image: image41.wmf]Ð

ABD =
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DBE =
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EBC?
Ответ. Нет.
Решение. 
[image: image44.png]



Предположим, что такое возможно.  Рассмотрим треугольник АВЕ: по условию, BD – его медиана. Если  
[image: image45.wmf]Ð

ABD =
[image: image46.wmf]Ð

DBE , то BD является также и биссектрисой этого треугольника, поэтому, Δ АВЕ – равнобедренный с основанием АЕ, и BD – его высота. Аналогично, ВЕ – медиана и биссектриса треугольника DBC , следовательно, Δ DBC – равнобедренный с основанием DC , и ВЕ – его высота. Таким образом, из точки В опущено два различных перпендикуляра BD и BE на прямую АС, что противоречит теореме о единственности перпендикуляра к прямой. 

Критерии проверки

Верное решение – 7 баллов

Ответ без обоснований – 0 баллов

Решение получено на конкретном треугольнике (рассмотрен частный случай) – 1 балл

3. Можно ли таблицу 2010×2010 заполнить числами -1, 0, 1 так, чтобы суммы во всех строках, во всех столбцах и на главных диагоналях были различны?

Доказательство.

В условии требуется, чтобы значения 4022 сумм (2010 строк, 2010 столбцов и две диагонали) были различны. Каждая из этих сумм состоит из  2010 слагаемых, принимающих одно из значений -1, 0, 1. Поэтому каждая из сумм принимает целочисленное значение в диапазоне от -2010 до 2010. Всего возможных значений сумм 4021. Поскольку 4021<4022, по принципу Дирихле какие-то две из сумм обязательно принимают равные значения.

Критерии проверки

Верное решение – 8 баллов

Ответ без обоснований – 0 баллов

Найдено количество сумм – 3 балла

Найдено количество различных значений сумм – 3 балла
Третий тур

1. Верно ли, что многочлен [image: image48.png]


 при всех натуральных  [image: image50.png]


 принимает только простые значения?
Ответ.  Нет.

Решение.

При подстановке числа 41 получим число которое делится на 41. Несложно убедиться, что (n2+n+41) больше 41, и, следовательно, это число не является простым.
Критерии проверки
Верное решение – 7 баллов

При верном решении нет уточнения, что полученное число не может быть числом 41 – 6 баллов

2. Внутри равнобедренного треугольника ABC ( AB=BC ) выбрана точка M таким образом, что  
[image: image51.wmf]Ð

AMC=2
[image: image52.wmf]Ð

ABC . На отрезке AM нашлась такая точка K , что  
[image: image53.wmf]Ð

BKM=
[image: image54.wmf]Ð

ABC . Докажите, что BK=KM+MC . 
Доказательство.

Продлим отрезок CM до пересечения с BK в точке L . Поскольку в треугольнике внешний угол равен сумме двух несмежных с ним внутренних,  
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KLM =
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AMC -
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BKM = 2
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ABC-
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ABC=
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ABC , откуда MK=ML . Далее, AB=BC , 
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LCB = 
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KLM -
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LBC =
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ABC-
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KBC =
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ABK ,       
[image: image67.wmf]Ð

BAK =  
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BKM -
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ABK= 
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KLM-
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BCL =
[image: image72.wmf]Ð

LBC; поэтому треугольники ABK и BCL равны. Значит, BK=CL = CM+ML=CM+MK , что и требовалось. 
[image: image73.png]



Критерии проверки

Верное решение – 8 баллов
3. В одной из школ 20 раз проводился кружок по астрономии. На каждом занятии присутствовало ровно пять школьников, причём никакие два школьника не встречались на кружке более одного раза. Докажите, что всего на кружке побывало не менее 20 школьников.

Доказательство.

Всего было 20×5 = 100 посещений кружка. Если каждый школьник посетил кружок не более четырёх раз, то всего школьников было не менее чем       100/4 = 25. Пусть теперь хотя бы один школьник посетил кружок пять раз. Тогда на каждом из этих пяти занятий все остальные школьники разные. Их уже 5×4 = 20.
Критерии проверки

Полное решение – 7 баллов

Утверждение задачи доказано для случая, когда каждый школьник посетил кружок не более 4 раз – 4 балла

Утверждение задачи доказано для случая, когда хотя бы один школьник посетил кружок хотя бы пять раз – 2 балла
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